Cviceni ze stochastické analyzy

2. spojité modifikace procesu, existence rozdéleni

1. prostory C;, C,, metrizovatelnost do polského prostoru pti lokalné stejnomérné konvergenci

2. kompaktni mnoziny v C;, C,.

3. existence rozdéleni nahodného procesu na soucinové o-algebie

4. existence spojité modifikace procesu

1. Bud C; = C|0,¢] prostor vSech spojitych funkeci na intervalu [0,¢]. Ukazte, Ze je to separabilni
Banachuv prostor vzhledem k supremdlni normé ||x||, = sup{|z| : s € [0,¢]}.

2. Bud C, = CJ[0,00) prostor vsech spojitych funkei na intervalu [0,00). Ukazte, ze lze metrizovat
lokalné stejnomérnou konvergenci funkci do tiplného separabilniho metrického prostoru. Navod:

d(z,y) = |lz = ylloos  kde ||zl =D llzlla A 27"
n=1
3. Ukazte, ze Bi(y,e) = {x € Cx : ||z — y||s < e},t > 0, > 0 je baze otevienych mnozin v C.
4. Pro jakd a, 3,7,0 > 0 jsou mnoziny H(«, 3,7, d) kompaktni v prostoru Cy, kde
H(Oé,ﬁ,’)/’(S) = {CE € (Cl : ‘Zlfol S 77v Sut € Dl |8 _t| S 0 = |.fIZ'S —ZIZ't‘ S ﬁ|5 _t‘a}

akde Dy ={k27":k=0,...,2"} jsou diadickd raciondlni ¢isla na intervalu [0, 1].

5. Rozhodnéte, zda jsou také kompaktni mnoziny U.,~oH (1,€2,3,€4) proi =1,2,3,4.

6. Pokuste se charakterizovat kompaktni mnoziny v prostoru C,,.

7. Ukazte, Ze existuje centrovany gaussovsky proces X s indexovou mnozinou 7' = [0, c0) a kovarianéni
strukturou cov(Xs, X)) = s A t.

8. Ukazte, ze existuje centrovany gaussovsky proces X s indexovou mnozinou 7' = [0, 1] a kovarianéni
strukturou cov(Xs, X¢) = s At — st.

9. Rozhodnéte, zda existuje spojita modifikace procesu z prikladu 7,8 a Poissonova procesu.



Bud T indexovd mnozina a E polsky prostor s borelovakou o-algebrou B(E). Je-li To C Ty C T a
x € E™| pak symbolem
x|m, = (14,5 € Ty) € E™
znacime zuZeni x na inderovou mmnozZinu Ty. V pripadé potieby budeme pouzivat obsirnéjsi zapis
z|ln, = w|% Ve své podstate :E|:‘£1) neni nic jiného nez projekce x € ETt na E™°. Pro tuto projekci tak
dostdvéme prirozené oznacenf |7 : x € ET — z|g = (25,5 € Ty) € E™. Je-li A € B(E)™, pak uvazujeme
jejl (vdlcovité) rozsiteni na indexovou mnoZinu Ty predpisem

Aln = Al = (7)) 'A={z € E" : 2|, € A},

Je-li A C E™ pak Alr je vélec s (Ty-rozmérnou) podstavou A. Déle symbolem IC(T') budeme oznacovat
mnozinu vSech koneénych podmmnozZin mnoziny T'. Nékdy se K pouziva pro kompaktni podmnoziny,
coz nasemu zameéru odpovida, pokud na mnoziné 1" zavedeme diskrétni topologii krom toho, ze kompaktni
mnoziny jsou ve své podstaté zobecnénim kone¢nych mnozin. Symbolem

KV(E,B(E))T = {A|R: Ac B(E)™, T, € K(T)}

znaéime mnozinu viech méritelngch vdled v ETs koneéné rozmérnou podstavou. Rekneme, ze
systém kone¢né-rozmérnych rozdéleni {Qr, na B(E)™, T, € K(T)} je konzistentni, pokud pro kazdé
Ty C Ty € K(T) platf Qr, (I7)™" = Qn,. 4.

Qn(Aln) = Qr,(A), A€ B(E)™.

Véta (Daniell-Kolmogorov) Bud FE polsky prostor s borelovakou c-algebrou & = B(E) a T in-
dexova mnozina. Je-li {Qr,, Ty € K(T')} konzistentni systém kone¢né rozmérnych rozdéleni, pak existuje
pravdépodobnostni mira Qr na (E, )T takova, ze

Qr(Alr) = Qr,(A), AecB(E)™ T, e K(T). (1)

Dukaz (pro kompaktni pfipad): Necht E je metricky kompakt. Ukdzeme, ze N, F,, # 0, kdykoli F}, €
ET.n € N je nerostouci posloupnost mnozin s Q(F,,) > 2¢ pro néjaké € > 0, kde @ je mnozinova funkce
definovana jednoznaéné piedpisem (1) s vynechanim indexu T u Q. Necht F, = A,|r, kde A, € £,
Ztejmé existuje posloupnost kompaktu K, C A, takovych, ze

QTn(An — Kn) < 2—715’ tJ Q(Fn — Kn|T) < 27 "e.

Pak Q(Ki|rN...NK,|r) > e plati pro kazdé n € N, a tedy K;|rN... K,|r # 0. Protoze jsou tyto mnoziny
kompaktni podle Tichonovovy véty, plati, ze 0 # N,K,|r € N,F,.! Déle je tieba si rozmyslet pouzit{
Hopfovy véty, coz znamena si uvédomit, ze @ je pramira na algebie KV(FE, E)T.

!Obecny nekompaktni pifpad je nechdn na samostatné promysleni, stejné tak modifikace ditkazu nepouzivajici Ti-
chonovovu vétu pro ty, kteif ji neznaji.



